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CAPITULO 1

Interés Simple y Compuesto

En esta primera clase comenzaremos el estudio de las matemaéticas financieras.
Cubriremos los conceptos més elementales de la disciplina. Estos conceptos son
interés, tasa de interés, interés simple e interés compuesto. Puede que algunos de
ustedes ya estén familiarizados con algunos de estos conceptos, pero yo asumiré
para efectos de la clase que este material es nuevo para todos.

1. Interés

Definamos interés como el precio del dinero, como el costo por usar dinero
ajeno. El interés se mide en unidades monetarias; por ejemplo, en cérdobas, colones,
o ddlares.! Se mide también en unidades de tiempo, usualmente un afio.

La tasa de interés es un concepto muy relacionado. Mientras el interés se mide
en ddlares, la tasa de interés se mide en porcentajes. Por lo tanto, es un mimero
mayor que 0 pero menor que 1. Una tasa anual de interés del 5 %, o 0.05, significa
que por cada délar que se pida prestado el dia de hoy se tendrdn que devolver $1.05
dentro de un afio.

No estudiaremos en esta clase de dénde sale o c6émo se determina la tasa de
interés. Esto lo hardn en los cursos de finanzas y macroeconomfa. Aquf simplemente
la tomaremos como un dato més.

1.1. Interés Simple. Hay dos maneras distintas maneras de celcular el in-
terés devengado por una transaccién financiera. Podemos calcularlo utilizando el
método de interés simple o compuesto. Comencemos con el interés simple en el
contexto de un ejercicio.

Ejemplo 1.1: Supongan que el dia de hoy deposito $100 en una cuenta bancaria
en el banco A que paga el 5% de interés simple. Pienso mantener el dinero en el
banco por un periodo de 10 afios. Chequeemos cémo crece este dinero a través del
tiempo. El dfa de hoy tengo $100 o

Vo = 100.
Al cabo de un ailo, tendré

i = 1004 0,05 %100
Vi = 100+ 5=105.
Durante el primer afio gané, en concepto de intereses, $5.
1Cuénto tendré al cabo de dos afios? Aquf tenemos nuestro primer dilema.

Durante el primer aiio, estaba claro que el 5% se iba a calcular sobre la inversién
inicial de $100. Pero, ;ahora? ;Sobre qué monto se calculan los intereses? ;Sobre el

LEn esta clase y en estas notas utilizaré el délar como la moneda con la que se realizan todas
las transacciones.
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monto inicial de $100? o jsobre el monto acumulado al cabo de un afio, los $105?
La respuesta a esta pregunta es precisamente lo que distinguirs al interés simple
del interés compuesto. El método del interés simple ignora por completo que se
recibieron intereses en el primer afio. Al cabo de dos afios, tendré los $105 que tenfa
al final del primer afio més los intereses que se ganen durante el segundo afio, pero
estos calculados sobre la misma base usada el primer afio.

Va2 = 105+ 0,05+ 100
= 105+5=110

El monto de intereses devengados durante el segundo afio es nuevamente $5. Es
fécil extrapolar lo que ocurrird en afios posteriores y asf desarrollar una férmula
general.

Vo = 100

i Vo + Vo %0,05

Vo (1 +0,05)

100 (1 +0,05)

105

Vi + Vo %0,05

Vo (14 0,05) + Vo 0,05
Vo+2%0,05%Vp

Vo (1 +2+0,05)

100 (1 +0,10)

110

Va + Vp % 0,05

Vo (1 +2%0,05) + Vp 0,05
Vo (1 +3%0,05)

100 (1 +0,15)

115

Va

Il

Il

Va

Il

Lo tnico que va cambiando es el coeficiente que multiplica a la tasa de interés. Al
cabo de 10 afios, podemos conjeturar que tendremos

Vio = Vo (1+10%0,05)
= 100 (1+0,5)
= 150.

Esta es efectivamente la respuesta. Una manera de comprobarla es notando que los
intereses percibidos cada afio son los mismos, $5. Si tenemos el dinero en el banco
por 10 afios, habremos ganado en intereses $5*10=%$50. Si a esto sumamos la suma
inicial, tendremos los $150.

La férmula para el caso general es facilmente deducible

Vo=Vo (1+nxs) 1.1)
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Ficura 1. Monto Acumulado usando Interés Simple. Tasa de in-
teres, s=0.05. Inversién inicial es $100.

donde V,, es el monto final (incluyendo monto inicial m4s intereses percibidos), Vy
es el monto inicial depositado en el banco (en el ejemplo anterior los $100), n es el
plazo de la inversién medido en mimero de afios y s es la tasa de interés simple.

Si analizamos esta férmula un poco nos daremos cuenta que, visto como funcién
del tiempo 7, el monto acumulado, V;,, es una funcién lineal. El intercepto (el valor
de la funcién cuando no ha transcurrido nada de tiempo, cuando n = 0) es igual
a Vu y la pendiente de la recta es la tasa de interés s. La figura 1 muestra esta
relacién para nuestro ejemplo. La figura 2 muestra qué ocurrirfa para otras dos
tasas de interés. Deténganse a pensar por un minuto. Dado un periodo de tiempo
determinado, digamos 10 afios, entre mayor es la tasa de interés, mayor serd el
monto acumulado hasta ese momento. De igual forma, dada una tasa de interés,
entre mis tiempo transcurra, mayor también serd el monto acumulado. Noten, sin
embargo, que este monto crece lentamente, crece linealmente. En otras, palabras
no vemos ninguna tendencia a que explote hacia arriba como lo hard con interés
compuesto. Esto es buenas noticias si nosotros somos los que debemos el dinero,
pero malas noticias si nosotros somos los depositantes. El interés simple no es una
gran manera de hacer dinero.

1.2. Interés Compuesto. Pasemos ahora al caso més comin y més rele-
vante, el caso del interés compuesto. Retomemos el mismo ejemplo que discutimos
en la seccién de interés simple para facilitar la comparacién entre ambos.

Ejemplo 1.2: Supongan que el dia de hoy deposito $100 en una cuenta bancaria
en el banco B que paga el 5% de interés compuesto. Pienso mantener el dinero en
el banco por un periodo de 10 afios. Al cabo de un aiio, tendré en el banco B

i = 100+ 0,05+ 100
= 100+ 5= 105.

Durante el primer afio gané, en concepto de intereses, $5. “Un segundito”, me dirdn
ustedes. “Esa era la misma respuesta para el caso de interés simple”. Correcto.
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FIGURA 2. Interés Simple: Comparacién de tres tasas, s=0.02,
s=0.05 y s=0.08.

Para el primer periodo no hay diferencia alguna entre ambos métodos. La difer-
encia aparece en el segundo periodo. Ahora, a diferencia del caso anterior, cuando
queremos calcular los intereses devengados en el segundo periodo, los calculamos
sobre el monto total (inversién inicial + intereses) acumulado al final del primer
periodo. En otras palabras, los intereses ganan intereses; los intereses se capitalizan.
Al cabo de dos afios tendré

V2 = V1 (1+0,05)

Vo (1 +0,05)(1 + 0,05)
= Vo (1+0,05)

= 100 (1,05)% = 110,25

Al cabo de tres afios, el proceso se repite y los intereses devengados durante el afio
2 se capitalizan también.

Vs = V2 (1+0,05)
= Vo(1,05)%(1,05)
= Vp (1,05)% = 115,76
Y asi sucesivamente. Al cabo de 10 afios tendremos
Vio = Vo (1+0,05)°
= 100 (1,05)° = 162,88.
Como podrén verificar, esta es una suma mayor que la que logramos acumular con

interés simple.
El caso general es fécil de derivar:

Vo=V (1+4)" (1.2)

donde V,, es el monto acumulado al cabo de n periodos de inversién, Vp es la inver-
sién inicial e i es la tasa de interés compuesta. Esta es la fé6rmula mds importante
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FiGurA 3. Monto Acumulado usando Interés Compuesto. Tasa de
interés, s=0.05. Inversién inicial es $100.

de matemdticas financieras. A partir de esta férmula derivaremos férmulas para,
anualidades, perpetuidades y bonos en clases futuras.

Noten que la ecuacién 1.2 ya no es la ecuacién de una lfnea recta. Su gréfico
es mds bien exponencial como lo muestra la figura 3. Ese es precisamente el gréfico
que queremos tener cuando somos los depositantes, pero no los deudores. La figura
4 compara los dos ejemplos—con interés simple y con interés compuesto. Noten que
la diferencia entre ambos métodos se va haciendo mayor y mayor a medida que pasa
el tiempo. También es mayor para tasas de interés mds altas. Por ejemplo, con una
tasa de interés del 15 %, si invertimos $100 al cabo de 30 afios tendremos $550 con
interés simple y $6,621.17 con interés compuesto. Veriffquenlo a modo de ejercicio.

En el resto del curso sélo trabajaremos con interés compuesto porque este es el
que describe la gran mayorfa de instrumentos financieros disponibles en el mercado.

2. Valor Futuro y Valor Presente de un Monto

En la seccién anterior nos hacfamos la siguiente pregunta: Si deposito $100 el
dia. de hoy, jcudnto tendré al cabo de 10 afios si la tasa de interés compuesta es
5%? Estdbamos preguntdndonos por el valor futuro (el valor dentro de 10 aiios)
que tendrén esos $100 disponibles el dia de hoy. La respuesta es $162.88. Ahora
consideren la pregunta inversa:

Ejemplo 1.3 Dentro de 8 afios necesitaré tener $15,000 en el banco para poder
financiar un proyecto personal. ;Cudnto necesito depositar en el banco el dia de hoy
para alcanzar esa meta si la tasa de interés es 12 %?

Para resolver este problema podemos usar la férmula

Esta vez conocemos V, = Vg = 15000. Conocemos también la tasa de interés,
1= 0,12, y el mimero de periodos n = 8. Sélo necesitamos despejar la ecuacién en
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Valor Acumulado
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FiGurA 4. Comparando Interés Simple y Compuesto. s=0.05 vs i=0.05.

términos de Vp.
Vo
A+~
Esta férmula se conoce como la férmula del valor presente de V,,, y el acto de dividir
entre (1 + %)™ se conoce como descontar un flujo futuro o traerlo a valor presente.
Substituyendo los mimeros obtenemos
__ 15000
T (1+0,12)8
No hay nada especial sobre el periodo 0. La férmula de valor presente puede
utilizarse para descontar a periodos otros que el periodo 0 como ilustra la siguiente
variacién del ejemplo anterior.

Vo =

Vo = 6058,2

Ejemplo 1.4: Dentro de 8 afios necesitaré tener $15,000 en el banco para
poder financiar un proyecto personal. Este afio las cosas no me han ido muy bien
y no puedo ahorrar nada. El afio entrante no luce nada mejor. ;Cudnto necesito
depositar en el banco dentro de 2 arios para alcanzar esa meta si la tasa de interés
es 12%?

Ahora lo que quiero conocer es V5. Conozco Vg = 15000 y conozco la tasa de
interés, 1 = 0,12. La siguiente ecuacién debe ser correcta:

Vi = V3 (1+0,12)°

Vs
Ve (1+0,12)8
Noten que elevo a la 6 y no a la 8. Lo que importa es la distancia entre ambos
flujos y no la distancia con respecto al periodo 0. Asegiirense que entienden esto
muy bien. Si no lo entienden preguntenselo a sus compaiieros. Si no obtienen una
respuesta satisfactoria, pregintenmelo a mi.
Substituyendo los nimeros obtenemos

15000

V2= 50,128

= 7599,5
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Noten que si espero 2 afios para hacer el depédsito, debo ahorrar més de lo que
necesitaba en el ejemplo 1.3. Tiene sentido. Le estoy dando menos tiempo a la tasa
de interés para actuar.






CAP{TULO 2

Tasas Nominales, Tasas por Periodo y Periodos de
Capitalizacién

En el capitulo anterior estudiamos el concepto de interés compuesto. Asumimos
implicitamente que los intereses se capitalizaban al final de cada afio. En la realidad,
los periodos de capitalizacién varfan de contrato a contrato. Es necesario adaptar
nuestro andlisis a estas condiciones.

1. DPeriodos y Frecuencia de Capitalizacién

El periodo de tiempo que transcurre entre dos capitalizaciones de intereses se
conoce como el periodo de capitalizacién. Los periodos mds comiinmente usados son
afos, semestres, trimestres, meses y dias.

El nimero de veces que se capitalizan los intereses durante un afio se conoce
como la frecuencia de capitalizacidn. Hay, obviamente, una estrecha relacién entre
periodo de capitalizacién y frecuencia de capitalizacién.

s Si el periodo de capitalizacién es un afio, la frecuencia de capitalizacién
serd 1.

= Si el periodo de capitalizacién es un semestre (1/2 afio), la frecuencia de
capitalizaci6n serd 1/(1/2) = 2.

= Si el periodo de capitalizacién es un trimestre (1/4 de afio), la frecuencia
de capitalizacién serd 1/(1/4) = 4.

= Si el periodo de capitalizacién es un mes (1/12 de afio), la frecuencia de
capitalizacién serd 1/(1/12) = 12.

;Cémo cambia esto nuestro andlisis del capftulo anterior? Resulta que muy
poco como quedard claro después de un par de ejemplos.

Ejemplo 2.1: Supongan que el dfa de hoy deposito $600 en una cuenta que pa-
ga 7 % capitalizable semestralmente. ; Cudnto tendré al cabo de 5 afios? La solucién
del ejercicio consiste de dos partes:

1. Debemos transformar la tass anual de 7% en una tasa por periodo: en
este caso en una tasa por semestre.
2. Debemos transformar el mimero de anos en nidmero de periodos.

Ambas respuestas son féciles de obtener. La tasa por semestre es 0.07/2 (porque
hay 2 semestre en un afio). El nimero de semestres que hay en 5 afios es 10 (5
aifios * 2 semestres/afio). Una vez que hemos transformado los datos originales del
problema. a datos por periodo, podemos aplicar la férmula de interés compuesto

X
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derivada en el capitulo anterior. Los nuevos datos del problema. son:

Vo = 600
i = 0,07/2=0,035
n = 5%*x2=10
Vo = Vo@+9"
= 600 (1,035)®
737,55

Ejemplo 2.2: El dfa de hoy deposito $7,500 en una cuenta que paga el 18 %
capitalizable mensualmente. Si retiro el dinero dentro de 2 afios y medio, jcudnto
habré acumulado? Misma estrategia. Para usar la férmula

Va=Vo (1+49)" (1.2)

debo transformar la tasa de interés y el plazo a tasa por mes y meses respectiva~
mente. Un 18 % capitalizable mensualmente es equivalente a una tasa de 0.18/12 =
0.015 = 1.5% por mes. Dos aiios y medio son iguales a 30 meses. Ahora todo estd
en las unidades correctas.

Vao = 7500 (1 + 0,015)3° = 11723,10

Un comentario: No hay necesidad de complicar la férmula 1.2 para tomar en
cuenta diferentes periodos o frecuencia de capitalizacién. Todo lo que hay que man-
tener en mente a la hora de resolver un ejercicio es que hay que trabajar con la
tasa de interés apropiada. Si la capitalizacién es mensual, la tasa debe ser mensual.
Si es trimestral, la tasa debe ser trimestral. La n que aparece en la férmula 1.2 se
refiere al mimero de periodos.

2. Tasas Nominales y Tasas Efectivas

Es convencién en mercados financieros reportar las tasas de interés como tasas
nominales; es decir como tasas anuales con una capitalizacién predeterminada
(semestral, trimestral, mensual, etc.). Ahora bien, no todas las tasas nominales
fueron creadas iguales ante Dios. Algunas son mejores que otras como ilustra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3: Quiero depositar $1. Tengo dos ofertas de dos bancos distintos:
el banco A me ofrece 8 % capitalizable semestralmente y el banco B me ofrece el
mismo 8% pero capitalizable trimestralmente. ;Cudl es la mejor oferta?

La mejor manera de responder es verificar con qué banco tendré mds plata
después de un periodo z de tiempo, por ejemplo un aiio.

En el caso del banco A, después de un aifio tendré

1 (1 +0,04)% = 1,0816.
En el caso del banco B, después de un afio tendré

1(1+0,02)* =1,0824.
Resulta que, a pesar de ofrecer la misma tasa nominal, la oferta con la frecuencia
de capitalizacién mayor (4 contra 2, trimestral contra semestral) es més atractiva.
Las tasas de 8.16 % y 8.24 % que resultaron de este ejercicio se conocen como tasas
efectivas.
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La definicién formal debe ser més facil de digerir ahora. Noten que la tasa
efectiva siempre se define con respecto a una tasa de interés nominal. La tasa
efectiva es la tasa de interés capitalizable anualmente que es equivalente a una tasa
de interés nominal capitalizable z veces por afio. “Equivalente” es esta definicién
quiere decir que cuando son aplicadas a una suma o monto inicial resultan en la
misma cantidad final.

El principal uso de las tasas efectivas es comparar instrumentos financieros con
distintas tasas nominales y con distintas frecuencias de capitalizacién.

Ejemplo 2.4: Ustedes solicitan un préstamo en dos bancos diferentes. Las
condiciones de los préstamos son idénticas excepto por las tasas de interés. El
primer préstamo cobra 24.50 % capitalizable semestralmente. El segundo préstamo
cobra 23.80 % capitalizable mensualmente. ;Cuél es la mejor oferta? A simple vista
no estamos seguros. Por un lado el primer préstamo tiene la tasa nominal més alta,
pero tiene también la frecuencia de capitalizacién menor. Tendremos que calcular
las tasas efectivas. La tasa efectiva del primer préstamo es 26 % porque

(1 +0,245/2)% = 1,2600.
La tasa efectiva del segundo préstamo es 26.57 %
(1+0,238/12)% = 1,2657.

Por lo tanto, como deudor prefiero el primer préstamo.
La relacién entre la tasa nominal y su tasa efectiva correspondiente puede
obtenerse usando la formula

(1 + tisa._n;_)_mml)p = (1 + tasa efectiva) (2.1)

donde p es la frecuencia de capitalizacién (mimero de capitalizaciones por afio).

3. Pagos miiltiples

Las matemédticas financieras como disciplina podrfan describirse como una
coleccién de trucos para establecer equivalencias entre distintas sumas de dinero
disponibles en distintos puntos en el tiempo. Vuelvan al ejemplo 1.4 del capitulo
anterior: Si la tasa de interés es 12 % anual, la suma $7,599.5 disponible dentro de
2 afios y la suma $15,000 dentro de 8 afios son equivalentes. Equivalencia no quiere
decir que uno no tenga una preferencia definida sobre estas dos sumas. Yo puedo
preferir una suma a la otra. Equivalencia significa. que la tecnologéa financiera, me
permite transformar una suma en otra. El minuto en que la tasa de interés cambia a
11% o a 13 %, esta equivalencia se rompe. Por eso, cuando hablamos de equivalencia
lo hacemos asumiendo un tasa de interés determinada.

Asi como las férmulas de valor presente y valor futuro nos permitfan transfor-
mar un flujo individual en otro flujo individual disponible en una fecha distinta,
las férmulas en el resto de este capftulo y en los préximos capitulos nos permi-
tirdn transformar una serie de pagos en un solo flujo individual. Como siempre
explicaremos estas ideas en el contexto de un ejemplo.

Ejemplo 2.5: Supongan que hemos firmado un contrato que nos obliga a pagar
$10,000 dentro de 3 afios y $15,000 m4s dentro de 8 afios. Si quisiéramos liquidar esta
deuda (ambos pagos) mediante un solo pago el dfa de hoy, jcudnto tendriamos que
pagar? Asuma un tasa de interés del 9%. La figura 1 representa nuestro problema.
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0 3 8
$10,000
$15,000
$X

F1GURA 1. Equivalencia de pagos muiltiples.

El dicho “Divide y Conquistards” se aplica aqui. Yo no sé cuanto vale el dia de
hoy la combinacién de $10,000 dentro de 3 afios y $15,000 dentro de 8 afios, pero
con la ayuda de la férmula de valor presente sé cual es el equivalente de $10,000
dentro de 3 afios puestos en el dfa de hoy. Llamemos a este valor la parte A del
problema:

__ 10000
47 {1,092

Sé también cuél es el equivalente de $15,000 dentro de 8 afios puestos en el dia
de hoy. Llamemos a. esta valor la parte B del problema:

15000
B~ (1,00)8

La suma de las partes A y B constituye la respuesta a mi pregunta. Un pago
individual de $15,249.83 es equivalente a un pago de $10,000 en 3 afios y otro de
$15,000 en 8 afios. jHay alguna manera de comprobar que esta es la respuesta
correcta? Claro que si. Supongan que en lugar de liquidar la deuda el dia de hoy, yo
tomo los $15,249.82 y los deposito en una cuenta bancaria que paga el 9 %. Dentro
de 3 afios tendré $19,748.97 (;de dénde sali6 este mimero?). Hago el primer pago
de $10,000 y me quedan $9,748.97. Los dejo en el banco por otros 5 afios ganando
el 9% de interés. Transcurridos esos 5 afios tendré en el banco $15,000. Justo lo
que necesito para cancelar el segundo pago. Esto es equivalencia.

= 7721,84

= 7627,99.

Ejemplo 2.6: Consideren la siguiente variacién. jCudnto tendré que pagar si
quiero liquidar la misma deuda del ejemplo 2.5. con un pago individual, ocurriendo
este no hoy, sino dentro de un afio. La figura 2 representa nuestro problema.

La solucién no es muy diferente de la del ejemplo 2.6. Lo que quiero hacer es
mover los $10,000 dos periodos antes (estén en el periodo 3 y los necesito en el
periodo 1) y los $15,000 moverlos siete periodos antes (estén en el periodo 8 y los
necesito en el periodo 1). De nuevo partamos el problema en partes A y B. La parte
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0 3 8
$10,000
$15,000
1
$ X
FIGURA 2
Aes 10000
Va= (TOQ)-'E = 8416,80
y la parte B es 15000

para un total de $16,622.31.

Ejemplo 2.7: Una variacién mds. ;Cudnto tendré que pagar si quiero liquidar
la misma deuda del ejemplo 2.5. con un pago individual, ocurriendo este no hoy,
sino dentro de 5 afios. {Cudl es su representacién gréfica?

Ahora tengo que mover los $10,000 dos periodos hacia adelante (del periodo 3
al 5) y mover los $15,000 tres periodos hacia atrds (del 8 al 5). Para mover hacia
adelante la primera parte, uso la férmula de valor futuro

Va = 10000 (1,09)% = 11881
y para mover hacia atrds los $15,000 uso la férmula de valor presente
15000
Ve = e
7 wooy
La suma de ambos es $23,463.75.

Para cerrar este capftulo pensemos en las respuestas a los tltimos tres ejercicios.
(Hay alguna relacién entre ellas? Ya lo creo. Si tomamos la respuesta al ejemplo
2.5, $15,249.83 (que estaba situada en el periodo 0) y lo movemos un periodo hacia
adelante usando la tasa de interés de 9% obtendremos... (ustedes lo adivinaron)
$16,622.31, la respuesta al ejemplo 2.6. Si movemos esta cantidad 4 periodos més

hacia adelante obtendremos $23,463.75, la respuesta al ejemplo 2.7. Esto no es
coincidencia. No podria ser de otra forma.

= 11582,75.






CAPITULO 3

Perpetuidades y Anualidades

El capftulo anterior cerré con una discusién del concepto de equivalencia entre
flujos y con una explicacién de cémo transformar un grupo de pagos en un solo
pago que podia ser colocado en cualquier punto en el tiempo. En este capftulo
impondremos un poco de estructura a este grupo de pagos. Requeriremos que los
pagos sean por montos iguales y se hagan periédicamente (cada afio, cada trimestre,
cada mes, etc.). Discutiremos dos casos: el caso de las anualidades en el que el
nimero de pagos es finito (e.g. el contrato termina en una fecha determinada) y el
caso de las perpetuidades cuando el nimero de pagos es infinito. Aunque resulte un
poco paraddjico, el andlisis, las férmulas y las derivaciones son m4s sencillas para
las perpetuidades. Por eso abrimos esta clase con ellas.

1. Perpetuidades

Una perpetuidad o anualidad perpetua es una promesa de pago de un monto
fijo a intervalos fijos. Como su nombre lo indica, la perpetuidad no deja de pagar
nunca. Por ejemplo, consideren un instrumento que paga $5,000 cada afio para
siempre (desde el afio entrante hasta el “fin de nuestros dfas”).

Con lo que hemos aprendido hasta hoy podemos por lo menos plantear el prob-
lema y esperar que haya una férmula matemética que nos permita simplificarlo.
Llamemos P al precio de una perpetuidad, c al pago fijo que hace cada periodo, e
¢ a la tasa por periodo. Entonces

e o o e
a9 (1+z’)2 (1+i)3
C

-1 [

Chequeando cualquier libro de cdlculo, podemos encontrar la siguiente férmula para
progresiones geométricas:

P=

1+a+a?2+ad+...= -ll_a,’ siempre y cuando |a| < 1.
El término entre corchetes estd en la forma deseada con
_ 1
T 144

Noten que a es efectivamente menor que 1 porque la tasa de interés siempre es
positiva. Por lo tanto, el término en corchetes en la férmula para P es igual a

1 1 1 144
1-L T=E_L -3 7
H 1+ IH IR

XVI
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Por lo tanto

pP= c - 1 -.}-1,
1414 )
que simplificando nos queda en
p=: (3.1)

1

Resulta que, aunque hay muy pocos instrumentos que puedan ser catalogados como
perpetuidades?, esta férmula es de una gran utilidad para ayudarnos a obtener el
valor actual de otros instrumentos como comprobaremos en la siguiente seccién.

Ejemplo 3.1: Cuél es el valor de una perpetuidad que ofrece pagar $5,000
anuales si la tasa de interés es igual a 10%?

i = 0,10
c = 5000
5000
G0 = 50000,

Es instructivo pensar sobre por qué esta es la unica respuesta posible. Inicialmente
uno esta tentado a pensar que un instrumento que hace un mimero infinito de pagos
deberfa valer una cantidad arbitrariamente grande de dinero. De hecho, uno tendria
derecho a pensar que deberfa valer una cantidad infinita de dinero. Pero esto no es
asi. Los flujos en el futuro distante valen muy poco el dia de hoy. De hecho valen
menos y menos a medida que nos alejamos del presente.

Si alguien me da $50,000 y la tasa de interés es 10 %, yo estoy en capacidad
de hacer un mimero infinito de pagos de $5,000 cada afio. ;Cémo? Pongo el dinero
en el banco. Al cabo de un afio, los $50,000 se habrsn convertido en $55,000 (10 %
de interés anual equivale a $5,000 de intereses cada aiio). Puedo pagar los $5,000
correspondientes al primer aiio y repetir el ciclo ad infinitum. ;Qué ocurrirfa si
tuviera menos de $50,000, digamos $49,0007 Convénzanse (especialmente después
de leer la seccién siguiente sobre anualidades) que llegarfa un momento en el que
el dinero se me agotarfa. ;Qué ocurriria si tuviera més de $50,000? Revirtiendo el
argumento, podria hacer los pagos que demanda. el instrumento y al mismo tiempo
acumular una suma infinita de dinero.

Ejemplo 3.2: (Para que practiquemos un poco distintos periodos de capital-
izacién.) Supongan que un instrumento paga $850 mensuales (primer pago dentro
de un mes exactamente) y la tasa de interés es 24 % capitalizable mensualmente.
.Cusnto vale ese instrumento el dfa de hoy?

El periodo con que estamos trabajando ahora es un mes. Por lo tanto, la tasa
de interés i que usemos debe ser una tasa por mes. Si la tasa anual es 24 %, la tasa
mensual es 2 %. Entonces

i = 0,02
c = 850
850

P = 6-,_0—2 = 42500.

LE} dnico que yo conozco son los consals, cierto tipo de bonos emitidos por el gobierno inglés.
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2. Anualidades

Una anualidad es un instrumento que paga una suma fija de dinero a intervalos
pre-especificados por un perfodo de tiempo definido. Esta ultima parte es lo que
la distingue de una perpetuidad (que nunca deja de hacer pagos). Ejemplos de
anualidades abundan en mercados financieros. La mayor parte de los préstamos de
largo plazo para comprar casas o carros se estructuran de esta manera. Los bonos
que emiten los gobiernos o las compaiifas son la combinacién de una anualided y
un pago final.

Si queremos conocer el valor de todos esos pagos un periodo antes de que
comiéncen podemos escribir

A= C C

c

a+9  @A+ie a+or
Claramente, podemos encontrar este valor presente sumando los valores presentes
de cada uno de los pagos (como lo hicimos al final del capftulo 2). Sin embargo, para
valores de n altos esto se vuelve una pesadilla rdpidamente. Noten, sin embargo,
que el valor de la anualidad es igual al valor de una perpetuidad menos el valor
actual de los pagos que la anualidad no hace. Por favor lean la oracién anterior una
vez mas.

La perpetuidad hace pagos desde el perfodo 1 hasta el “perfodo” co. La anual-
idad hace pagos desde el perfodo 1 hasta el perfodo n. Por lo tanto si restamos del
valor de la perpetuidad el valor presente de los pagos del periodo n + 1 en adelante
obtendremos el valor de la anualidad.

[+ C
PSS S S

+...+

=P

1 c + c +
A+dm |Q1+3) (@QA+9)2
Pero noten, el término en corchetes es el valor de otra perpetuidad! Por lo tanto,

1
1
=0-grei*?
Finalmente, podemos expresar
1 c

Ejemplo 3.4: ;Cusdl es valor actual de 4 pagos anuales de $100 cuando la tasa
de interés es 10 %? Aquf podemos aplicar la férmula 3.2 directamente y obtener

1 ] 100

P= [1

Sin embargo, quiero motivar la derivacién de la férmula 3.2 con un ejemplo

numérico. Lo més fécil es ponerle precio a una perpetuidad que paga $100 anuales
comenzando el afio que viene. La figura 1 grafica esta perpetuidad. Su precio es

P= EQ =1,000.

0,1
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$100

FIGURA 1. La perpetuidad.

0 1 2 3 4 5 6 7 0o
$100

FIGURA 3. La anualidad

Nuestra anualidad sé6lo hace 4 pagos. Por lo tanto, queremos substraer los pagos
que comienzan en el periodo 5. La figura 2 grafica estos pagos. En el periodo 4, todos
estos pagos adicionales valen

100
o1 = 1000,

Por lo tanto, en el perfodo 0 valen

1 100

m-)—z * 0—,1- = 683,01.
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Finalmente, la figura 3 grafica los pagos que hace la anualidad en la que estoy
interesado. El valor presente de estos serd

100 1 100
o1~ @+0DF 01 "
-t
01" T T+01)°

1,000 - 683,01 = 316,99.

Hagamos ahora otro ejercicio usando un periodo de capitalizacién que no sea
un afio.

Ejemplo 3.5: ;Cuénto pagarfan por un instrumento financiero que ofrece pagar
$2,000 por semestre por 25 afios si la tasa de interés es 12 %?

Estos son 50 pagos de $2,000 cada uno con una tasa de interés semestral de
6 %. El valor un periodo antes de que comiéncen los pagos es

1 2000

P=(1-—=)%——

( 1,0650) 0,06

En el siguiente ejemplo nos interesa. determinar el valor de una serie de pagos

iguales un periodo antes de que comiencen, sino en el periodo en el que ocurre el

dltimo pago. Este valor se conoce en libros de matemséticas financieras como el valor
futuro de una anualidad.

= 31523,72

Ejemplo 3.6: Yo ahorro $300 mensuales por 5 afios. El banco paga una tasa
de interés del 8 % capitalizable mensualmente. ;Cudnto tendré al final del 5to. afio?

Para. resolver este ejercicio, primero traeremos todos los 60 pagos al perfodo 0
usando la férmula 3.2. Después usaremos la férmula 1.2 para llevarlos al periodo
60.

El valor presente de esta serie de pagos es igual a
1 300
i I+
(1 +0,0067)80" * 0,0067
El valor futuro de $14,796 dentro de 60 meses a una tasa de interés del 0.67%
por mes es

= 14, 796.

14,796 * (1 + %)60 = 22,044.

Ejemplo 3.7: Si mi salario actual me permite ahorrar mensualmente una suma
igual a $1,000, jcudnto tiempo debo trabajar para poder retirarme con una suma
de dinero igual a $1,000,000 si la tasa de interés es 15 % compuesta mensualmente?

Este ejercicio es semejante al anterior en planteamiento, pero esta vez estamos
tras el nimero de periodos, no tras el valor futuro (que ya conocemos, un millén
de délares). Usando los mismos pasos, el valor presente de todos mis depdsitos
mensuales es 1 1000

~ To1oee ) * 00125°
Este es el valor en el perfodo 0. Lo que me interesa es el valor en el periodo n. Este
valor futuro es

(1

1,0125™ % [1 1 ] 1000

T 101257 * 0,0125
y debe ser igual a mi meta de $1,000,000.
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1 1000
- T -_—
1000000 = 1,0125™ = [1 1,012511] * 0,0125
0,0125 _ n 1
1000000 * —5aq = 1,0125" + [1 - 75750
12,5 =1,0125" — 1
13,5 =1,0125"
In(13,5) = n * In(1,0125)
_ In(135) _
"= (L0125) 2000

Recuerden que siempre trabajamos con periodos. La respuesta de 209.50 se refiere
al mimero de meses. Me toma entonces 17.459 aiios alcanzar mi meta.

Ejemplo 3.8: Quiero comprar un carro por $18,000. Bancentro, un banco
local, ofrece prestarme el 80 % de desembolso a una tasa de interés del 18 % cap-
italizable mensualmente. Si quiero pagar el carro en 2 afios, jqué cuota fija debo
pagar mensualmente?

Primero determinemos el monto del préstamo. Este es 80% de $18,000 =
$14,400. Este monto es el valor presente o actual de mis 24 pagos mensuales durante
los préximos dos afios. Mi incégnita es el monto del pago mensual.

1 c
14,400 =0~ oG omym * 015

[
14, 400 = 0,30046 * mg
c=T18,9

Noten que por los $14,400 que se me prestaron, termino pagando $17,253, igual a
718.9%24. La diferencia por supuesto es el monto de intereses pagados.

Ejemplo 3.9: Quiero comprar uns. casa por $75,000. Banexpo, otro banco
local, me ofrece la siguiente hipoteca. Durante los préximos 25 afios yo debo pagar
mensualmente $800. ;Qué tasa de interés nominal capitalizable mensualmente me
estd cobrando Banexpo?

1 800
e
(1 412)800° 4
No hay manera de calcular la tasa de interés despejando la férmula. Con una calcu-
ladora o con Excel es posible calcular que ¢ = 0,0101516. Recuerden que esta es una
tasa por mes. La tasa nominal capitalizable mensualmente se obtiene multiplicando
la tasa mensual por 12 y es igual a 12.182 %.

75000 = [1 —



CAPITULO 4

Anualidades Anticipadas y Diferidas

En esta clase consideraremos dos pequefias variaciones del caso de anualidades
discutido en capitulo anterior. Mientras escribo este capftulo me pregunto si las
anualidades anticipadas y diferidas realmente merecen una capitulo aparte de las
anualidades simples discutidas atrds. Como verdn no son nade diferente de ellas.
Simplemente estamos preguntando su valor en un periodo diferente (no un periodo
antes de que comiéncen como las anualidades simples).

1. Anualidades Anticipadas

Las anualidades simples estdn caracterizadas por una serie de pagos iguales
ocurriendo a una frecuencia fija y cuyo primer pago ocurre exactamente dentro de
un periodo. Nuestra primera variacién, la anualidad anticipada, hace el primer pago
el dia de hoy. ;Cdémo le pongo precio el dfa de hoy a un instrumento de este tipo?
Consideremos un ejemplo para hacer concreta la discusién.

Ejemplo 4.1: He firmado un contrato que me obliga a hacer 10 pagos iguales
de $8,000 cada uno el primero de los cuales debe hacerse el dfa de hoy y cada uno
de los 9 restantes con un afio de separacién. ;Qué suma el dfa de hoy liquidarfa este
contrato si la tasa de interés vigente es 7 %?

Hay dos maneras equivalentes de resolver este ejercicio. La primera es pensar
en la anualidad anticipada como una anualidad simple de nueve pagos mds un pago
adicional el dfa de hoy. El valor presente de los 9 pagos (el primero ocurriendo
dentro de un periodo exactamente) estd dado por

8000

0,07 (
A esto simplemente le sumo el valor del primer pago de $8,000 para obtener
60,121.85. Ese es el valor presente de la anualidad anticipada.

La segunda manera de resolver este ejercicio es més instructiva. Si yo le aplico
la, férmula de la anualidad a los 10 pagos de $8,000, lo que hace esta férmula es
transformarlos en un solo monto de dinero colocado un periodo antes del primer
pago.

-5 37)9) = 52121,85.

8000 1
1-—
0,07 ( (1,07)10)
Estos $56,188.65 estdn ubicados un periodo atrds de donde yo los necesito. Para
moverlos un periodo hacia adelante uso la férmula de valor futuro

56188,65(1,07) = 60121,85.

= 56188,65.

Ejemplo 4.2 Hoy es 1 de enero del 2002. Hoy decido abrir una cuenta de banco
con un depésito de $400 que repetiré al comienzo de cada trimestre por 24 trimestres
consecutivos (incluyendo mi deposito inicial). {Cuédnto habré acumulado en esa

XX
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cuenta el dia que hago el ultimo deposito? La tasa de interés es 12 % capitalizable
trimestralmente.

Si pongo los 24 depésitos en el presente (primero el que ya estd en el presente
y después los 23 restantes) tendré
400 (1- 1 )=
0,03 (1+0,03)%8
Ahora debo llevar esta suma. al periodo 23

6977,44 (1 + 0,03)2® = 13770,58.

Noten que este también es el valor futuro de una anualidad simple. Convénzanse.
La diferencia es dénde estdn estos $13,770.58. En el caso de la anualidad simple
estén en el periodo 24. En el de la anualidad anticipada estdn en el periodo 23.

Con gran malestar e incomodidad les ofrezco una férmula para el valor presente
de una anualidad anticipada que hace n pagos el primero de los cuales ocurre el dia
de hoy.

400 +

6977,44

Aa = c+3ll- ) (4.1)
c 1 .

Noten el n-1 en la férmula en la primera lifnea..

2. Anualidades Diferidas

Nuestra segunda variacion consiste en posponer o diferir el primer pago de un
anualidad por lo menos 2 periodos. Es decir, el primer pago no ocurre dentro de un
periodo como la anualidad simple, sino dentro de 2, 3, 4... k periodos. Ejemplo por
favor.

Ejemplo 4.3: El dfa de hoy contraje una deuda con un periodo de gracia de 3
afios. Dentro de 4 afios exactamente comenzaré a pagar $17,000 por afio durante 5
afios. La tasa. de interés es 4 %.

La manera de solucionar este problema es situarnos inicialmente en el ano 3
(...un periodo antes de que comiéncen los pagos). Vista desde el periodo 3 esta es
una anualidad comun y corriente con valor en el periodo §

17000 1 :
0,04 (1 (1,04)5) = 75680,97
Este paso estd representado en la figura 1. Ahora llevo este monto que esta sentado
en el periodo 3 al periodo 0 que es donde lo necesito.
75680,97
(1,04)3
Este paso estd representado en la figura 2.

Una pregunta que recibo afio tras afio sobre problemas de este tipo es ;por qué
se pagan intereses durante los primeros 3 afios si este era un periodo de gracia? La
respuesta es que periodo de gracia significa que no hay pagos en ese periodo. No
significa que no se cobren y acumulen intereses. Si fuera asf se llamarfa periodo de
regalo. Y no hay muchos de esos en la vida real.

= 67280,11.

Ejemplo 4.4: Para venir a estudiar a INCAE, un estudiante tom6 un préstamo
por $20,000 en los siguientes términos. La tasa de interés aplicable al préstamo es
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$17,000

$75,680.97

FiGuraA 1. Trabajando con anualidades diferidas.

$17,000

A 4
|$67,280.11

FiGURA 2. Trabajando con anualidades diferidas.

16 % capitalizable mensualmente. El estudiante recibird el dinero del dia de hoy
(periodo 0) y los pagard en cuotas mensuales iguales durante 5 afios. El primer
pago no ocurrird hasta un afio después de que el estudiante salga del INCAE (para
evitar ambiguedades el primer pago ocurre exactamente en el mes 37). ;Cusdl serd
la cuota mensual?

En el periodo 36 (un periodo antes de que comiencen los pagos), el valor de los
60 pagos iguales serd

A .
0,0133 (1 -i--0,0133)60 '




2 ANUALIDADES DIFERIDAS XXV

Por lo tanto, el valor en el periodo 0 serd
1 C - 1 ]
(1,0133)36 0,0133 (1+0,0133)60
que tiene que ser igual a los $20,000 del préstamo. Al resolver esa ecuacién para C
obtenemos C = 783,51.
Con igual malestar e incomodidad les ofrezco una férmula para el valor presente

de una anualidad diferida que hace n pagos el primero de los cuales ocurre dentro
de k+1 periodos.

1 c 1
=GvoF i LT axon (4.2)
En el gjemplo 4.3, el valor de k era 3 porque el primer pago ocurrfa dentro de
k+1=4 periodos.
Eso es todo lo que tengo que decir sobre anualidades diferidas y anticipadas.
Si prefieren, como yo, ignorar por completo las férmulas 4.1 y 4.2 y reconstruirlas
cuando las necesiten me hardn muy feliz.

Agq



CAP{TULO 5

Extensiones y Aplicaciones

Hemos desarrollado en las primeras cuatro clases toda la teorfa que necesitamos
para. establecer equivalencias entre series de flujos. Esto,resultard de gran utilidad
para ustedes en cursos futuros donde tengan que poner precios a grupos de flujos
una y otra vez. Comenzaremos este capitulo con una extensién simple de la idea
desarrollada al final de capftulo 2. Cerraremos el capitulo con una discusién répida
de los bonos. Como verén entonces, los bonos son una combinacién de una anualidad
comun y corriente y un pago final.

1. Extensiones

Esta seccién esta basada por entero en ejemplos.

Ejemplo 4.1: Supongan que tenemos que hacer 12 pagos trimestrales de $1,000
cada uno comenzando el préximo trimestre y otros 12 pagos trimestrales de $1,500
comenzando en €l trimestre 13. La tasa de interés es 16 % capitalizable trimestral-
mente.

Hay dos maneras de ver este ejercicio. Primero, como dos anualidades de 12
pagos cada una donde la segunda anualidad es diferida. Segundo, como dos anual-
idades: una de 24 pagos de $1,000 y otra de 12 pagos de $500, diferida.

1000 1 1 1500 1
0,04 L~ ToaE) T T 002 T {100

= 18178

Ejemplo 4.2: Este fue un ejercicio en un examen final en afios pasados. Hoy es 1
de enero del 2002. Comenzando a finales de mes, Joaqufn depositard $200 cada mes
por un periodo de 5 afios. La tinica dificultad de este ejercicio es que los depésitos en
diciembre (debido al aguinaldo y otros bonos) son de $500. ;Cuédnto tendrs Joaquin
al cabo de 5 anos? La tasa de interés es 6 % capitalizable mensualmente.

De no ser por la complicacién de los pagos mayores en diciembre, la solucién
serfa el valor futuro de una anualidad comuin y corriente. El gjercicio anterior, sin
embargo, no da la clave para resolverlo. Que tal si los depésitos fueran todos iguales
a $200. ;Cudnto tendrfa Joaquin?

200, 1
0,005 (1,005

iQué le falta a esta solucién para ser la solucién al problema original? Bueno,
omitimos parte de los 5 depésitos de diciembre. Nos comimos $300 cada uno de los
5 diciembres. ;Cual es el valor futuro de estos 5 pagos anuales?

Primero debo hallar la tasa anual con la que voy a trabajar. Resulta que lo
que andamos buscando es la tasa efectiva equivalente a una nominal de 6 % cap.

)60)(1,005)60 =13954

XXv1
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mensualmente.
(1,005)2 = 1+ efectiva
0,0616 = efectiva
Ahora llevemos a valor futuro los 5 pagos de $300 usando la tasa de 6.16 %

00 1
0,0616  (1,0616)

)(1,0616)° = 1696,5

que sumados a los 13954 nos dan la respuesta deseada.

Ejemplo 4.3: Este ejercicio es més sencillo que el anterior, pero no da una
introduccién casi perfecta al t6pico de los bonos. Supongamos que tengo que hacer
12 pagos semestrales de $70 comenzando el préximo semestre y un pago de $1000 en
el semestre 15. Si la tasa es 12 % capitalizable semestralmente, jqué cantidad tinica
el dia de hoy liquida esta deuda? Este contrato es una combinacién de un pago
individual de $1000 y una anualidad de $70 mensuales. Traidos a valor presente
tenemos

70 1 1000

0,06 (- (1,06)12) + (1,06)13

= 1004,1

2. Bonos

Los bonos son, como el ejercicio anterior, una combinacién de un pago final
llamado principal o valor facial (por lo general por $100 o $1000) y una serie de
pagos periédicos llamados cupones. La tinica peculiaridad es que el principal se paga.
junto con el iltimo cupén.

Ejemplo 4.4: Consideren un bono de 5 afios con cupones semestrales de $4
cada uno y un valor facial de $100. Si la tasa de interés es 9 % capitalizable semes-
tralmente, jcudl es el precio de ese bono? El precio es el valor presente de todos los
pagos que hace el bono.

4 1 100
0,051 ~ womo) t [oam = 9604

1 Cusdnto vale el bono el préximo semestre después de hacer su primer pago?
Ahora quedan 9 cupones y el pago de $100 dentro de 9 meses.

4 g1y, 10
0,045°  (1,045)°’ " (1,045)°

;Cusnto vale el bono dentro de dos semestres después de hacer su segundo
pago? Ahora quedan 8 cupones y el pago de $100 dentro de 8 meses?

4 g 1 . 100
0,045'  (1,045)87 " (1,045)8

La figura 1 muestra esta relacién. A medida que pasa el tiempo el bono va ganando
valor. Este no es siempre el caso. A veces, el bono va perdiendo valor. A veces se
mantiene constante. Uno de los ejercicios asignados al final de la clase de hoy les
pedird que estudien esta relacién para otros dos casos posibles.

= 96,36

= 96,70
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Valor de! Bono despues de Pago

$100 50

$10000

o e
e e
$98.50 /

e /
e /
|

$95 50

Preclo
g
8

FIGURA 1. Precio del Bono como Funcién del Tiempo.

2.1. La relacién entre la tasa de interés y el precio del bono. Esta
seccién aclara un pequefio misterio. Supongan que tengo dos bonos A y B disefiados
de manera idéntica: pagan el mismo cupén cada semestre, el mismo valor facial, y
hacen el mismo nimero de pagos. El bono A rinde 4 % (la tasa de interés asociada
con él es 4%) y el bono B rinde 5%. ;Por qué bono estoy dispuesto a pagar mds?
La respuesta (el bono que rinde mds, el bono B), casi obvia, es incorrecta.

El principio que debemos recordar en esta seccién es que hay una relacién
inversa. entre el precio de un bono y la tasa de interés. Pero, jpor qué? Analicemos
un bono sencillo que ofrece pagar $100 dentro de 1 afio y que no hace pago de
cupones. Si la tasa de interés es 9% ese bono el dia de hoy vale $91.74. Si la tasa de
interés sube a 12 %, con un pago fijo de $100 al final, la \inica manera de hacer que
ese bono rinda més es que su precio caiga por debajo del 91.74 (que me garantizaba
un rendimiento de 9%). Efectivamente el precio del bono cae a $89.28. El mismo
principio se aplica a bonos que pagan cupones. Si los pagos estén predeterminados,
la tnica variable que puede cambiar para variar el precio (en respuesta a un cambio
en la tasa de interés) es el precio.






CAPITULO 6

Gradientes Geométricos

Este es el iltimo tema que discutiremos de matemadticas financieras. El capf-
tulo préximo es una aplicacién de todos los capftulos anteriores, incluyendo este,
a las finanzas personales. En mi afén por hacer la exposicién de este material tan
simple como se pueda, he descubierto que los gradientes geométricos no son otra
cosa que perpetuidades y anualidades comunes y corrientes con una tasa de interés
ajustada por crecimiento. Las derivaciones, como lo fueron en el caso de las perpe-
tuidades y anualidades podrdn ser un poco intimidantes al principio pero terminan
reduciéndose a férmulas sencillas y muy parecidas a las que ya derivamos.

1. El Caso Infinito

Consideremos el caso infinito inicialmente y después las férmulas para el caso
finito se deducirdn solas. Consideremos un instrumento que nos paga comenzando
el préximo periodo una cantidad ¢ de dinero. En el segundo periodo, nos paga
¢(1 + g) donde g es la tasa de crecimiento de los pagos. En el tercer periodo nos
paga c(1 + g)? y asf sucesivamente. Los pagos estén creciendo geométricamente. Si
la tasa de interés vigente es ¢, jcudnto debemos pagar por el instrumento el dfa de
hoy? Usemos el mismo truco que usamos con las perpetuidades. Traigamos todo al
periodo 0 y crucemos los dedos que haya una simplificacién.

G = c_ . c(l+g)  c(l+g)?
e X+ (1492 (1+79)3
¢ 4Lt (1+g)?
(1+44) 1+  (1+19)2
El término en corchetes se parece a la serie geométrica 1+ a + a? + a3 + ... que
tiene por suma -1_1—0, pero ahora €l término

14
=7 +g
Para que este término sea menor que 1 en valor absoluto necesitamos que g < % (que
los pagos no crezcan més répido que la tasa de interés. ;Qué creen que ocurrirfa si
esta condicién no se satisface?). Si asumimos que este es el caso
_ ¢ 1
A+ HE

+ +..

+ .

que después de mucha carpinterfa se reduce a
c
= 1
Ceo= 725 (6.)
Por favor comparen esta férmula. con la férmula de la perpetuidad, férmula 3.1. Son
idénticas, excepto por la tasa de interés que se ufiliza en el denominador. En el caso

XXIX
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de las perpetuidades, la tasa es ¢ simplemente. En el de los gradientes geométricos
es ¢ — ¢g. En ese sentido es que afirmo que el gradiente geométrico infinito es una
perpetuidad con una tasa de interés ajustada por crecimiento. El crecimiento del
pago en el gradiente tiene exactamente el mismo efecto que una reduccién en la
tasa de interés.

Una vez que hemos derivado esta férmula su aplicacién no debe causar mayor
dificultad como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1: Un instrumento ofrece hacer pagos periédicos, el primero de los
cuales ocurre dentro de un afio y es de un monto de $200. Los pagos a partir del
periodo 2 crecen & una tasa de 5%. Es decir, el segundo pago es de $210, el tercero
de $220.5, y asf sucesiva e infinitamente. Si la tasa de interés es del 7%, jcuédnto
pagarfan por uno de esos instrumentos el dia de hoy?

Identifiquemos términos

c = 200
i = 0,07
g = 0,05.
Por lo tanto,
200

Comparen esa respuesta con la respuesta al siguiente ejemplo que les dejo como
ejercicio.

Ejemplo 6.2 Un instrumento ofrece hacer pagos periédicos e iguales todos
ellos a $200. Si la tasa de interés es 2%, ;jcudnto pagarfan por esa perpetuidad?

2. El Caso Finito

La férmula para el caso finito no la derivaré formalmente. Se las doy directa-
mente a.qul’l.
1+ g) ]
142
Esta, es la férmula oficial. Serfa muy conveme_nte, para poder continuar mi analogfa
entre anualidades y gradientes que esta férmula. 6.2 pudiera re-escribirse como

(6.2)

1+z— TFicg r

Entonces dirfamos que la férmula del gradiente finito es igual al de la anualidad
con una tasa. de interés ajustada por crecimiento ¢ — g. Desafortunadamente este no
es el caso ezactamente. Sin embargo, para tasas de interés y tasas de crecimiento
moderadas, esta segunda férmula ofrece una excelente aproximacién. La ventaja de
esta aproximacién es que nos deja apreciar que es (aproximadamente) lo que hace
el crecimiento de los pagos. Este crecimiento desinfla o ajusta hacia abajo la tasa
de interés.

INota. completamente prescindible: Su derivacién para aquellos inclinados a las derivaciones
matemdticas sigue la misma ruta que usamos cuando derivamos la férmula de las anualidades a
partir de la de las perpetuidades. Podemos escribir el valor presente del gradiente finito como el
valor presente del gradiente infinito menos el valor presente de los pagos que el gradiente finito
no hace
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30000

Salario

FiGUuRrA 1. Evolucién del Salario. Salario Inicial = $25,000. Tasa
de Crecimiento = 3%.

Ejemplo 6.3: Una persona recibe un contrato de trabajo por 10 afios. El
contrato contempla 10 pagos anuales, el primero dentro de un afio exactamente e
igual a $25,000. La tasa de crecimiento del salario es 3% anual. La figura 1 muestra
la evolucién del salario. Si la tasa de interés es 9%, ja qué suma disponible el dfa
de hoy es equivalente ese contrato?

Aplicando la férmula directamente

25000 (1- (1 40,03
0,09 — 0,03 140,09
Aunque no tiene sentido utilizar la férmula 6.1 para casos en los que g > i2, la
férmula 6.2 todavia nos da la respuesta correcta como ilustra el siguiente ejercicio.

G= )1%) = 180131,30

Ejemplo 6.4: Suponga que en el ejemplo anterior el salario crece a una tasa
del 12 % anual. ja qué suma. disponible el dfa de hoy es equivalente ese contrato?
25000 140,129, _

G= 0,09 — 0,12 -G + 0,09) ) = 259953,20

Como ejercicio adicional verifiquen en Excel, las respuestas a los ejemplos 6.3

y 6.4 en este capftulo.

2g) problema es que si la suma es infinita y los pagos estén creciendo a una tasa mayor que
la tasa de interés no hay esperanza de que la suma infinita converja.






CAPITULO 7

Matemadticas Financieras y las Finanzas Personales

La primera vez que enseiié este curso en 1999 me di cuenta de que la mayor parte
de los ejercicios que inventaba para. esta clase provenian directamente de problemas
en mi propia vida: la compra de una carro, la compra de una casa, la liquidacién de
una deuda de estudiante, el manejo de una tarjeta de crédito, los planes de ahorro
y de retiro, etc. Las mateméticas financieras nos proveen los instrumentos para
analizar la mayoria de estas decisiones. Algunas de ellas ya las hemos analizado en
los primeros capitulos. He dejado a manera de cierre para esta parte del curso, una
decisién financiera fundamental que enfrenta todo individuo: ahorrar para el retiro.
La leccién més importante que podemos deducir de este capftulo es que uno puede
disefiar un plan de retiro que le permita vivir holgadamente la tltima parte de su
vida sin perder un ojo de la cara durante los afios de trabajo, siempre y cuando
se comience a ahorrar temprano. Elfla que piense “Ni siquiera he comenzado a
trabajar, por qué pensar en retiro” est4d cometiendo un grave error. Este es el
momento preciso para disefiar un plan de ahorro para el retiro—cuando tienen
mucho tiempo por delante. Disciplina es todo lo que se necesita.

1. Ahorrando para el Retiro

Comenzaremos con el caso més sencillo e iremos haciéndolo mds y més realista,
més y mds complicado.

Ejemplo 7.1: Al salir del INCAE tendré 30 afios (consideremos esto como el
periodo 0). Pienso retirarme a los 65 afios (periodo 35) y vivir hasta los 85 (periodo
55). Si quiero disfrutar de una renta de $24,000 por afio cuando me retire, jcudnto
debo ahorrar anualmente durante mis afios de trabajo? La tasa de interés es 8 %.

El plan de ataque es el siguiente:

» hallar el valor presente de los 20 pagos de $24,000 en el periodo 35, un
periodo antes de que comiencen los pagos

= convertir este valor en una meta de ahorro durante nuestros afios de tra-
bajo, y

= hallar el valor de C que hace que la anualidad de 35 depésitos tenga un
valor futuro igual a la meta de ahorro.

El valor de los 20 pagos de $24,000 un afio antes de que estos comiencen es
24000 1

008 " TTo0e® =

Esta es la suma de dinero que debe estar en mi cuenta de banco el dltimo afio de

trabajo. A partir del afo siguiente, financiaré mi consumo haciendo retiros de esta

cuenta. Noten que los intereses el primer afio de retiro (235,635.53*0.08=%$18,850)
no serén suficientes para cubrir la anualidad de $24,000. El principal se va gastando

235635,53

XXXIt
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de tal manera que, en el aifio 55—cuando tengamos 85 afios—sdlo nos quedars en
el banco $24,000. Nos los comemos durante ese afio. Y después nos morimos.
El valor actual de los 35 depésitos de $C en el periodo 0 es

c 1
0,08 * !~ @008
=11,654%C

El valor futuro (dentro de 35 periodos) de esta suma es

(1,08)%5(11,654 » C)
=172,30%C

Igualando ambas expresiones obtenemos:

235635,53 = 172,30 C
C =1, 367,52

Increible, no es ast? $1,367.52 de ahorro anual me permiten disfrutar de una
renta de $24,000 anual durante 20 afios de retiro.

El ejemplo anterior ilustra el poder del interés compuesto y la importancia de
comenzar & ahorrar temprano. Sin embargo, tiene un problema: la cifra de $24,000
es arbitraria; nos la sacamos de la manga. $1,367.52 pueden ser nada para un
individuo o pueden ser una cifra exorbitante. Hay que disefiar el plan de retiro
caso por caso de acuerdo a las perspectivas salariales de cada individuo. M4s tarde
en este programa de maestria se dardn cuenta que también es necesario disefiarlo
de acuerdo a las actitudes del individuo hacia el riesgo. Esto influye en la tasa de
interés que usemos para acumular los ahorros.

El siguiente ejemplo (mds realista) ilustra dos principios importantes:

= El plan de ahorro para el retiro debe reflejar las restricciones presupues-
tarias de cada individuo. El valor presente de mi consumo durante el resto
de mi vida (que cubre periodos de trabajo y retiro) debe ser igual al valor
presente de mis ingresos (salario principalmente, pero pueden incluir otros
factores aquf como herencias, seguridad social, etc).

n Los individuos prefieren perfiles de consumo estables. A los individuos
no les gustan los planes de consumo con grandes altibajos (el més im-
portante de todos es la baja al momento del retiro si no han planificado
adecuadamente).!

Ejemplo 7.2: Pedro acaba de terminar sus estudios de post-grado y ha con-
seguido un trabajo que le pagard $30,000 por afio. Asuman que Pedro tiene 30
anos y trabajar4 con esta compaiifa por 30 afios. Asuman también que Pedro vivira
hasta los 90 afios. Para ajustar el ejemplo a nuestras férmulas, el primer pago de
$30,000 se recibe dentro de un afio. Si la tasa de interés es 8 %, jcuél es el monto
de consumo anual mdzrimo que Pedro puede permitirse todos los afios de su vida?

1A los economistas entre ustedes les puedo hablar en un lenguaje m4s tecnico. Asumimos en
Economia que los individuos tienen funciones de utilidad o felicidad concavas que penalizan los
movimientos bruscos en consumo. Los individuos son optimizadores y por lo tanto evitarsn esos
movimientos bruscos Ahorraré hoy para que cuando no tenga ingreso pueda permitirme el mismo
nivel de vida de hoy.
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El valor presente de sus salarios debe ser igual al valor presente de sus gastos
de consumo. Estamos comparando dos anualidades simples: una de 30 afios (la del
salario) y una de 60 afios (la del consumo):

30000 1 c 1
0,08 (- (1,08)30) 0,081~ 1,0860)
c = 272882

Alguien por favor acompdéfieme en mi asombro. Ahorrando una fraccién menor que
10% de mi salario (0.0904) puedo garantizarme el mismo nivel de vida por el resto
de mis dias trabajando solamente la. mitad de ese tiempo. Mucha gente piensa que
esto sélo es posible con tasas de interés altisimas. Pamplinas. El principal factor
que les permitird, retirarse holgadamente es qué tan temprano comienzan a ahorrar,
qué tan largo es el periodo de ahorro. Noten ademds que este no es realmente un
plan de retiro, es un plan de consumo para el resto de mi vida. Por eso es que deben
de empezar a pensar en €l ahora.

En un ejercicio les pido que vuelvan a resolver este ejemplo pero con 5 afios de
ahorro. Es decir, Pedro se pasa los primeros 25 afios de su vida como trabajador
comiéndose por completo sus $30,000 y faltando 5 afios antes de su retiro se acuer-
da que también le gustard consumir cuando se retire. Me gustarfa decirles que este
ejercicio refleja una exageracién de mi parte. Desafortunadamente, es la regla més
que la excepcién. El nivel de sofisticacién financiera del piblico en general es bas-
tante baja. Si toman algo de mi curso que sea esta idea: Es muy bonito consumir el
méximo el dfa de hoy y no ahorrar nada, pero piensen que estardn vivos dentro de
30 afios y que también es bonito consumir cuando uno se retira y no tiene salario.

Es interesante seguir la evolucién de la cuenta de banco de Pedro a través
de su vida. Noten que durante los primeros afios, Pedro contribuye religiosamente
$2,711.8 y su saldo crece sostenidamente. A partir del afio 31, Pedro se retira, deja
de hacer contribuciones, y empieza a comerse sus ahorros $27,288.2 por afio. La
figura 1 muestra la evolucién de su saldo en el banco. Tiene un punto méximo en
el dltimo afio de trabajo y después empieza a descender.

Continuemos complicdndonos la vida y haciendo el ejemplo més realista. Dé-
mosle a Pedro un comienzo més modesto, pero al mismo tiempo, démosle las pers-
pectivas de que su salario crezca un poco cada afio.

Ejemplo 7.3: Mismo escenario anterior, pero ahora Pedro comienza ganando
$25,000 y su salario crece 1% cada afio. Bueno, por algo incluf gradientes geométri-
cos este afio. Estamos comparando un gradiente de 30 afios de salarios con una
anualidad simple de 60 afios de consumo.

25000 101,39y _ ¢, 1
0,08—0,01(1 (1,08) ) = 0,08(1 1,0860)
c = 24991.

Noten que en este caso el ahorro durante los primeros afos es bastante pequeiio.
El primer afio es $9 (Salario $25,000-Consumo $24,991), el segundo afio es es $259
($25,000*1.01-$24,991), y asf sucesivamente hasta llegar a ser $8,371 el afio antes
del retiro ($25,000%1.012°-$24,991).

Hay una posibilidad que les pido explorar en un ejercicio: Si la tasa de cre-
cimiento de mi salario es lo suficientemente alta, es posible que mi nivel de consumo
el primer afio sea mayor que mi salario. ; Cémo cubrirfamos ese exceso de consumo?
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Fi1GguraA 1. Evolucién del Saldo en el Banco para Ejemplo 7.2.

Una critica que podriamos hacer a. los ejemplos anteriores es que el valor de las
cosas aumenta. con el tiempo y que lo que puedo comprar hoy con $24,991 no es
lo mismo que lo que podré comprar en el afio 58, por ejemplo. Estdn pensando en
el enemigo nimero uno de nuestro bolsillo, la inflacién. Compliquemos el ejemplo
para reflejar la inflacién.

Si estamos dejando crecer nuestros gastos al nivel de inflacién es justo que deje-
mos que nuestros salarios crezcan también al nivel de la inflacién y un poquito més.
Muchas personas son lo suficientemente afortunadas de trabajar para instituciones
que les cubren la inflacién y les pagan un poquito més.

Ejemplo 7.4 Asumamos pues que mi salario (nominal esta vez) crece al 3.5 %
y que la inflacién es 3.0 %. Recuerden que la moneda oficial de este curso es el ddlar.
Estos niimeros son bastante realistas. La tasa de interés todavfa es 8 %. ;Qué nivel
de consumo constante en términos reales puede sostenerse por 60 afos?

Ahora estamos comparando un gradiente de 30 afios (el salario que crece al
3.5%) con otro gradiente (el consumo que crece a la tasa de inflacién del 3 %).

25000 . 1,085.5 c 1,036
608003 (3,8 ) 60800~ (78 )
c = 21267,09

Admitdmoslo. Las cosas han empeorado un poco ahora que tomamos en cuenta
la inflacién. Pero todavia el resultado es sorprendente. Necesito comenzar a ahorrar
el 15% de mi salario? para garantizarme en términos reales el mismo nivel de vida
por el resto de mis dias. Las figuras 2, 3 y 4 muestran la evolucién del salario, el
nivel de consumo y los ahorros por afio de Pedro. Noten en la figura del consumo
que este crece a la tasa. de inflacién de 3 %. Esto quiere decir que en términos reales,

2Esta tasa de ahorro contra salario ird creciendo a medida que crece mi salario El iltimo
ailo de mi vida como trabajador en este ejercicio yo ahorraré el 26 % de mi salario.
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$80,000 00

$70,000 00

$60,000 00

$50,000 00 +

$40,000 Q0

$30,000 00

320,000 00 {]

$10,00000 {f

F1GURA 2. Evolucién del Salario de Pedro en el Ejemplo 7.4.
Comienza en 25000 y crece al 3.5 % anual.

$140,000 00 -l

$120,000 00

$100,000 00 -
$80,000 00
$60,000 00 -

$40,000 00

$20,000 00
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FIGURA 3. Evolucién del Consumo de Pedro en Ejemplo 7.4. Este
consumo es nominal y crece a la tasa de inflacién. Refleja un nivel
de consumo real constante.

el nivel de consumo es constante (;Cémo harfamos para reflejar un crecimiento del
consumo en términos reales?). La evolucién del ahorro es también interesante. Es
positivo y creciente en el periodo de trabajo del individuo. Es negativo (es, de hecho,
la imagen en el espejo del gréfico del consumo) en el periodo de retiro.
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$40,000 00

$20,000 00

${20,000 00)
${40,000 00)
$(60,000 00)

$(80,000 00) {

$(100,000 00}

$(120,000 00} 1

$(140,000 00)

FiGura 4. Evolucién del Ahorro Anual de Pedro en el Ejemplo
7.4. Numeros positivos son depositos, nimeros negativos son re-
tiros.



